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11. CONICAS PROYECTIVAS

Recordemos que una de las razones para construir el espacio proyectivo fue estudiar qué
les pasa a los objetos afines cuando “nos vamos al infinito”. Por ejemplo, en los ejercicios
2(b), 2(c) y 3 de la hojas de ejercicios de Geometria Proyectiva definimos el completado
proyectivo de una coénica, que para las cénicas de ecuaciones y — 22> = 0y 2y — 1 = 0
(que son las que aparecen en 2(b) y 2(c)) son los conjuntos de puntos de P% que cumplen
las ecuaciones gz — 2 = 0y z1w5 — 22 = 0 respectivamente (recuerda que para ello
identificamos el plano afin (con de coordenadas z,y) con el conjunto de los puntos del
plano proyectivo (de coordenadas homogéneas (xg : z7 : x2)) con g # 0, identificando
(z,y) con (L:a:y)y (zo: @1 :a2) con (£1,72)). Es facil darse cuenta de que este proceso
(obtener el completado proyectivo) lo podemos hacer para cualquier cénica afin y que,
dado que siempre partimos de una ecuacién de grado 2, al hacer el completado proyectivo
obtendremos una ecuacion homogénea de grado 2, en tres variables. Por otra parte, vemos
que, si queremos definir un conjunto de puntos del plano proyectivo como conjunto de ceros
de un polinomio, tal nocién solo tiene sentido si el polinomio es homogéneo (en realidad,
en general no tiene sentido hablar del valor de un polinomio homogéneo en un punto del
plano proyectivo (o del espacio proyectivo, si el polinomio tiene mds variables), pero si
tiene sentido si dicho valor es 0).

Definicién de cénica proyectiva.

El péarrafo anterior motiva que defininamos una conica proyectiva como el lugar de ceros de
P2 de un polinomio homogéneo de grado 2, en las variables zg, 1, 2. Tal como nos ocurrié
con las conicas afines y por las mismas razones que entonces, esta definicion no resulta del
todo conveniente, como indica el siguiente ejemplo (compérese con el ejemplo 10.10):

Ejemplo 11.1. El lugar de ceros en P% del polinomio z2 + 2% + 22 o del polinomio
x3 + 23 + 222 es el conjunto vacfo. El lugar de ceros en P% del polinomio z? + z3 es
el conjunto {(1 : 0 : 0)} Por otra parte, los lugares de ceros en P% de los polinomios
x2 + 23+ 2% y 23 + 22 + 223 son distintos.

Observacién 11.2. El ejemplo 11.1 nos muestra que:

(1) existen polinomios homogéneos de grado 2 con coeficientes reales cuyo lugar de
ceros en P% es un conjunto finito de puntos, posiblememte vacio;

(2) existen polinomios homogéneos de grado 2 con coeficientes reales, que a pesar de
tener el mismo lugar de ceros en P%, tienen distinto lugar de ceros en P%.

El ejemplo 11.1 y la observacién 11.2 sugieren que debemos adoptar una definicion de
conica proyectiva andloga a la que adoptamos en el caso afin:

Definicién 11.3. Sea k un cuerpo. Definimos la siguiente relaciéon de equivalencia en el
conjunto de polinomios homogéneos de grado 2 de k[zg, 1, z5]: dos polinomios F; y F»
son equivalentes si y solo si existe A € k* tal que F, = AF. Una cdnica (proyectiva) de
P2 es una clase de equivalencia de polinomios homogéneos de grado 2 de k[zg, 1, z3). Si
F un polinomio homogéneo de grado 2 de k[zg,x1, 25|, diremos que la cénica C' = [F]
tiene ecuaciéon F' = 0 y que el lugar de ceros de C es el conjunto {(zg : 1 : x3) €
Pi ‘ F(.fl?o, Ty, xg) = O}

Proposicién 11.4. El conjunto de cdnicas de P} tiene estructura de espacio proyectivo
sobre k, de dimension 5.
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Demostracion. Ejercicio. O

Observacion 11.5. En la definicion 11.3 estd implicito que estamos fijando unas coorde-
nadas de P, las coordenadas en el sistema de referencia proyectivo canénico; veremos més
adelante qué ocurre cuando cambiamos de coordenadas. Por otra parte, es claro que si Fj
y F, son dos polinomios relacionados, su lugar de ceros en P es el mismo. En ocasiones,
el lugar de ceros de una cénica C' = [F] caracteriza dicha cénica (es decir si F’ tiene el
mismo lugar de ceros que F, entonces F’ y F' estén relacionados y por tanto [F] = [F"]).
En esos casos podremos identificar, abusando de la notacién, la cénica C' = [F] con su
lugar de ceros.

Matriz asociada a una conica proyectiva

ATENCION: A partir de ahora los cuerpos con los que trabajaremos tendran caracteris-
tica distinta de 2.

De forma similar al caso afin, definimos la matriz asociada a una cénica proyectiva:

Definicién 11.6. Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2, sea C' una cénica proyec-
tiva de P, de ecuacién

2 2 2
(1161) apox + a1 -+ 22T + ag1Tox1 + ApaToTa + G19T1 T2 = 0,

(donde a;; € k). La ecuacién (11.6.1) se puede expresar como

Ty
(.TO al .Z'Q) M(C) I = 0,
Z2
donde

a 01 Q02
00 P} 2
— ao1 aiz
M(C) = a2 ZH 2

Decimos que M(C') es una matriz asociada a la cénica C.

Observacién 11.7. La matriz M (C') de la definicién anterior es una matriz simétrica.
Dada una coénica proyectiva C, su matriz asociada es tnica salvo producto por un elemento
de k*.

Equivalencia proyectiva de cénicas.

De forma andloga al caso afin y afin euclideo, parece razonable decir que dos cénicas de
P2 son proyectivamente equivalentes si y solo si se puede pasar de una a la otra mediante
una proyectividad de Pi (ya que las proyectividades son las aplicaciones que conservan
las propiedades geométricas de los puntos y conjuntos de puntos del plano proyectivo:
conservan las dimensiones, llevan puntos alineados a puntos alineados, conservan la razon
doble...). Para ello, como en el caso afin y afin euclideo necesitamos definir también de
manera precisa qué es la imagen de una cénica de P por una proyectividad:

Definicién 11.8. Sea C una cénica de Pi de ecuacién F' = 0 y sea f una proyectividad
de Pi. Sean

Ty = Qoo FT001T1 +Qp2T2

] = QueTo +To1r1 +aer

Ty = QT +Q1T1 +Q9Xo
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las ecuaciones (con respecto al sistema de referencia proyectivo canénico) de la proyec-

tividad inversa de f (recuerda que lo que se tiene que cumplir para que f sea una
Qoo Qo1 Qo2

proyectividad es que | a9 11 aq2 | sea una matriz invertible). En ese caso defini-
Qigp o1 (22

mos la imagen de C por f y la denotamos como f(C) a la cénica proyectiva de ecuacién

F(aooTo + o171 + QoaTa, 100 + Q1171 + @122, QooTo + Q2121 + ip¥z) = 0.

Sean C y Cy dos cénicas de PZ de ecuaciones F; = 0y I, = 0. Decimos que C; y Cy

son proyectivamente equivalentes si y solo si existe una proyectividad f de Pi tal que

Co = f(Ch).

Proposicion 11.9. Sea C una cénica de Py y sea f una proyectividad de Pi en Pi. El
lugar de ceros de f(C) es la imagen por [ de el lugar de ceros de C.

Demostracion. Ejercicio. O

Igual que en el caso afin y afin euclideo, es facil reescribir el concepto de equivalencia
proyectiva en términos de matrices asociadas a una conica:

Proposicién 11.10. Sea k un cuerpo con caracteristica distinta de 2, sea C' una conica de
P, sea f una proyectividad de P y sea N una matriz asociada, respecto de la referencia
proyectiva candnica, de la inversa de f. Si M(C) es una matriz asociada de C' entonces

M(f(C)) = N"-M(C)- N es una matriz asociada de f(C).

Observacién 11.11. Como M (C) no es la matriz nula y N es invertible, es claro que
M (f(C)) tampoco es nula, por lo que F'(apozo+ap1 21+ Qoata, 10T+ a1121 01222, oo+
(911 +Qp9x2) 1o es el polinomio idénticamente nulo. Es claro también que es un polinomio
homogéneo de grado 2 en las variables xq, z1, 5.

Teorema 11.12. Sea k un cuerpo con caracteristica distinta de 2, sean C7 y Cy dos
cénicas de Py y sean M(Cy) y M(Cy) matrices asociadas de Cy y Cy. Entonces, Cy y Co
son proyectivamente equivalentes si y solo si existe A € K* y una matriz N invertible tal
que

M(Cy) = AN*M(Cy)N.

Es decir, Cy y Cy son proyectivamente equivalente si existe una matriz asociada a Cy que
es congruente a una matriz asociada a Cs.

Ejercicio 11.13. Demuestra que, en efecto, la equivalencia proyectiva de cénicas es una
relacion de equivalencia

Ecuacion de una cénica después de un cambio de coordenadas.

Vemos como cambian la ecuacién y la matriz de una conica proyectiva cuando cambiamos
las coordenadas homogéneas que estemos usando:

Definicién 11.14. Sea C' una cénica de P} de ecuacion F = 0 y con matriz asociada
M(C), sea Z' una referencia proyectiva de Pi, sean

/ / /
To = QpoTy +Tao1T; +Qped,
/ / /
T = Ty Toar; o,
/ / /
Ty = QooTy T +Q9a,
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unas ecuaciones del cambio de referencia de %’ a la referencia proyectiva canénica Z,. y
sea
Qoo Qo1 Qo2
N= 1o an ap
Qoo Qo1 (Vo2
una matriz de cambio de referencia de Z’ a Z.. Diremos que F(cgoxf+o12)+aoerh, aiprh+
11Ty 4 aqamh, anor) + a1 X + aooxh) = 0 es la ecuacion de C' respecto de la referencia %'
y que
Mg (C) = N'M(C)N
es una matriz de C' respecto de la referencia %'.

Observacién 11.15. Como M (C) no es la matriz nula y N es invertible, es claro que
Mgz (C') tampoco es nula, por lo que F'(agox)+ a1} + ey, aioz(+ @) +aiarh, asox+
Q1) +apexh) no es el polinomio idénticamente nulo. Es claro también que es un polinomio
homogéneo de grado 2 en las variables xf, 2, .

Observacién 11.16. Segun la definicién 11.14, F' = 0 es la ecuacién de C respecto de
la referencia proyectiva candnica y M(C') es una matriz de C respecto de la referencia
proyectiva canoénica.

Proposicién 11.17. Sea C una cénica de P y sean %y y R dos sistemas de referencia
proyectivos de Pi. Entonces, para alguna matriz asociada Mgy, (C) de C respecto de la
referencia %, se tiene

M@2<O) - Mé?g,%l M%l (O)M@m%l'

Demostracion. Ejercicio. 0

Al igual que en el caso afin, unas ecuaciones

_ / / /
o = Qpoxy +0601.1'1 +CY02£L'2
_ / / /
1 = Q107 +C¥11.Z'1 +CY12£L'2
_ / / /
T2 = Q0T +(121$1 +0622I2

para las que
Qoo Go1 2
10 Q1 Qg2
Qigp Qg1 (2

es una matriz invertible con coeficientes en k, pueden ser interpretadas de dos formas: bien
como las ecuaciones de una proyectividad de P, bien como las ecuaciones de un cambio
de referencia proyectiva. Esto justifica la siguiente proposicién:

Proposicion 11.18. Sean Cy y Cy dos conicas de Pi. Entonces Cy y Cy son proyecti-
vamente equivalentes si y solo si existen dos referencias proyectivas %1 y o tales que la
ecuacion de Cy respecto de %, es la misma que la ecuacion de Cy respecto de Xy salvo,
quizds, producto por un escalar no nulo de k.

De igual forma, Cy y Cy son proyectivamente equivalentes si y solo si existen dos referencias
proyectivas %y y X tales que My, (C1) = Mg, (Cs) para alguna matriz asociada Mg, (Ch)
de Cy respecto de la referencia %y y para alguna matriz asociada Mg, (Cs) de Cy respecto
de la referencia Xs.
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Clasificacion de las cénicas proyectivas reales y complejas.

Para k = R o C, estamos listos para afrontar el problema de la clasificacion proyectiva de
las cénicas de Pi, usando el teorema 11.12 y resultados de Algebra Lineal sobre congruencia
de matrices. Damos primero este criterio:

Proposicion 11.19. Sean Cy y Cs dos conicas de Pi, sea M(CY) una matriz asociada a
Cy y sea M(Cy) una matriz asociada a Cy.

(1) Sik = C, Cy y Cy son proyectivamente equivalentes si y solo si M(Cy) y M(Cs)
tienen el mismo rango.

(2) Sik =R, C; y Cy son proyectivamente equivalentes si y solo si M(Cy) y M(Cs)
tienen el mismo rango y el valor absoluto X(Cy) = X(M(CY)) de la diferencia
entre el numero de entradas positivas y el numero de entradas negativas de una
matriz diagonal congruente con M(CY) es la misma que el valor absoluto ¥(Cs) =
Y(M(Cy)) de la diferencia entre el nimero de entradas positivas y el nimero de
entradas negativas de una matriz diagonal congruente con M(Cy).

Demostracion. La proposicion se sigue del teorema 11.12, que nos dice que C y Cy son
proyectivamente equivalentes si y solo si M (C}) y M(Cs) son congruentes salvo producto
por un escalar no nulo. Es un resultado conocido de Algebra Lineal que una matriz
simétrica es congruente a una matriz diagonal y que dos matrices diagonales de rangos
distintos no son congruentes. En el caso complejo, una matriz simétrica es congruente a
una matriz diagonal con ceros y unos en la diagonal y esto demuestra (1). En el caso real,
una matriz simétrica es congruente a una matriz diagonal con ceros, unos y menos unos en
la diagonal. Adema&s dos matrices diagonales con ceros, unos y menos unos en la diagonal
son congruentes si y solo si tienen el mismo ntimero de ceros, unos y menos unos en la
diagonal. Esto demuestra (2). O

Describimos ahora las clases de equivalencia proyectiva de cénicas y aprovechamos para
explicar de forma més detallada la demostracion de la proposiciéon 11.19. Empezamos con
el caso complejo, que es mas sencillo.

Teorema 11.20. Si C' una cdnica de P, entonces C es proyectivamente equivalente a
una y solo una de las conicas proyectivas cuyas ecuaciones aparecen en la siguiente lista:

(1) 22 + 22 + 23 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 3 y
decimos que C' es una conica no degenerada.

(2) 22+ 22 =0. En este caso cualquier matriz asociada de C' tiene rango 2 y C' es un
par de rectas.

(3) 2 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 1 y C es una
recta doble.

Demostracion. Sea M una matriz asociada a C. Como ya hemos dicho M es congruente
a una matriz diagonal con unos y ceros en la diagonal. Esto quiere decir que, en un
sistema de referencia proyectivo adecuado o, equivalentemente, después de transformarla
con una proyectividad adecuada, C' tiene ecuacién Aozh® + Mzt? + Apah® = 0, donde los
A; son unos o ceros. Si es necesario cambiando el orden de los tres primeros puntos de la
referencia proyectiva podemos suponer que los primeros A; son unos. Si el rango de M es 3,

A 00
A=A =X =1porquealser | O A 0 | una matriz congruente con M, ha de tener
0 0 X

. : 2 2 2
rango 3. Por tanto la ecuacién de C' en una referencia adecuada es (" + 21" + 24" = 0.
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Si el rango de M es 2, entonces \g = Ay = 1y Ay = 0. La ecuacion de C' en la nueva
referencia queda ) + 2}* = 0.

Por 1ltimo, si el rango de M es 1, entonces A\g = 1 y A\ = Ay = 0. La ecuacion de C
respecto de la nueva referencia queda m62 = 0.

Finalmente, es claro que las cénicas de ecuaciones zj> 4+ o4° + 24> = 0, 2> + /> = 0
y m62 = 0 no son proyectivamente equivalentes entre si, ya que ninguna de las matrices
asociadas a una de ellas es congruente a ninguna de las matrices asociadas a otra de ellas,
al tener rangos distintos. ([l

Teorema 11.21. Si C' es una cdnica de Py, entonces C es proyectivamente equivalente a
una y solo una de las conicas proyectivas cuyas ecuaciones aparecen en la siguiente lista:

(1) 22 + 22 + 22 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 3 y
N(M(C)) = 3 y decimos que C' es una conica no degenerada imaginaria (observa
que el conjunto de puntos de C en P%] es vacio).

(2) 22 + 2% — 22 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 3
y signatura L(M(C)) = 1 y decimos que C' es una conica no degenerada real
(observa que el conjunto de puntos de C' en PR mo es vacio; de hecho, es un
conjunto infinito).

(3) 22+ x3 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C' tiene rango 2 y signatura
Y(M(C)) =2y C es un par de rectas imaginarias (observa que el conjunto de pun-
tos de C' en P% es un punto, el punto de interseccién de las dos rectas imaginarias,
que tienen ecuaciones conjungadas).

(4) z2—22 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C' tiene rango 2 y (M (C)) =
0 y C' es un par de rectas reales.

(5) 3 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 1 y C' es una
recta doble.

Demostracion. Sea M una matriz asociada a C. Recuerda que M es congruente con
una matriz diagonal con unos, menos unos y ceros en la diagonal. Argumentando como
en la demostracion del teorema 11.20 podemos afirmar que, en un sistema de referencia
proyectivo adecuado o, equivalentemente, después de transformarla con una proyectividad
adecuada, C' tiene ecuacion )\0:1:62 + )\19:’12 + )\233’22 = 0 con los \; unos, menos unos o
ceros. Permutando los tres primeros puntos de la referencia proyectiva y multiplicando
la ecuacién por —1 si fuera necesario, podemos suponer que los primeros A; son unos, los
siguientes \; (si los hubiere) son menos unos, y los tltimos \; (si los hubiere) son ceros.
Siguiendo con los argumentos de la demostracion del teorema 11.20, si el rango de M es
3, entonces (M (C)) es, o bien 3, en cuyo caso \g = \; = Ay = 1, 0 bien 1, en cuyo caso
A=A =1y Ay = —1. En el primer caso, la ecuaciéon de C' en la nueva referencia queda
z)? + 22 + 25° = 0y, en el segundo caso, z})° + 2> — x,%> = 0.

Si el rango de M es 2, entonces Ay = 0y, o bien (M (C')) = 2, en cuyo caso Ay = A\; = 1,
o bien ¥(M(C)) =0, en cuyo caso \g = 1 y Ay = —1. En el primer caso, la ecuacién de C
en la nueva referencia queda w62 + x’12 =0, y en el segundo caso queda x62 - x’12 = 0.
Por ultimo, si el rango de M es 1, entonces (M (C)) =1, Ao =1y A\ = Ay = 0. La
ecuacién de C' en la nueva referencia queda z)° = 0.

Por otra parte, es claro que las cénicas de ecuaciones x>+ +x4> = 0, z)° + /> — 24> = 0,
xp? +ai? =0, 2)® —2,” = 0y 23> = 0 no son cénicas de Pg proyectivamente equivalentes
entre si. En efecto, si consideramos una matriz asociada a una de esas conicas y una matriz
asociada a otra de ellas, dichas matrices no son congruentes ya que tienen distintos rangos
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y el nimero de ceros, unos y menos unos de sus diagonales es distinto. Finalmente las
. ‘ . : ’2 12 12
afirmaciones entre paréntesis se demuestran usando las ecuaciones x;” + z71° + 25" = 0,
2 2 2 2 2 2 2 . oy
xy” ) = =0, 2" + 21" =0y 2" — )" = 0, teniendo en cuenta que la ecuacion
original de C' se obtiene a partir de ellas mediante un cambio de coordenadas homogéneas
real. UJ

Recta tangente, polaridad y conica dual de una cénica no degenerada.

Proposicién 11.22. Sea C' una cénica no degenerada de Pi (es decir, tal que el rango de
una matriz asociada suya M(C) sea 3) con lugar de ceros que, con un abuso de notacion
llamaremos también C, no vacio, y sea p = (ag : a1 : ay) un punto de C. Sea Q(p) el haz
de rectas que pasa por p. Entonces todas las rectas de Q(p) excepto una, que llamaremos
T,C, cortan a C en p y en otro punto distinto de p. La recta T,,C' tiene ecuacion

o
(ao aq 0/2) M(O) T = 0.
T2

Demostracion. Como ejercicio o consultando la proposicién 4.2 de los “Apuntes de Geo-
metria Proyectiva” de E. Arrondo. O

Corolario 11.23. Sea C' una cdénica no degenerada de Py.

(1) La interseccion de una recta de Py con el lugar de ceros de C' es vacia, estd formada
por un solo punto o estd formada por dos puntos distintos.

(2) En particular, el lugar de ceros de C' no contiene tres puntos alineados y, por tanto,
no contiene rectas.

(3) Si k = C, la interseccion de cualquier recta de P% con el lugar de ceros de C' es
no vacia.

Demostracion. Las afirmaciones (1) y (2) son consecuencia directa de la proposicién 11.22.
La afirmacién (3) es cierta de hecho para cualquier cénica de P%, incluso si se trata
de una cénica degenerada. Recuerda que, segin el teorema 11.20, una cénica de P% es
proyectivamente equivalente a la cénica de ecuacion

(11.23.1) NoTg + Mt + Aoy =0
con los \; unos o ceros. Consideramos una recta [ que pasa por dos puntos distintos
(ag:ay:az)y (by:by:by) de PZL. Entonces

g = Cloto + bOtl
(11232) ry = Cllt(] + bltl
Ty = a/2t(] + bgtl

es una parametrizaciéon de [. Sustituyendo (11.23.2) en (11.23.1) obtenemos una ecuacién
(11.23.3) Agotg + Aoitots + Aty =0,

donde Ay, Ap1, A1 € C. La ecuacién (11.23.3) puede ser identicamente nula, en cuyo caso
[ esté contenida en el lugar de ceros de C' 0 no. En este segundo caso, si (0 : 1) es solucién
de (11.23.3), ya tenemos un punto en la interseccién de [ con el lugar de ceros de C| el
punto (bg : by : by). Si (0: 1) no es solucién de (11.23.3) tenemos que A;; # 0. Entonces,
consideramos la ecuacion de segundo grado

Ant® 4+ Aot + Ao = 0,
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que en C siempre tiene soluciéon y tomamos una raiz g € C de la misma. En ese caso
(1: p) es solucién de (11.23.3) y el punto (ag + pbo : a1 + by : as + pbs) es un punto de la
interseccién de [ con el lugar de ceros de C. U

Fijémonos ahora en una cénica no degenerada real S de A%, por ejemplo, en la cénica de
ecuacion 22 +y?—1 = 0, llamemos también S a su lugar de ceros y sea p un punto de S, por
ejemplo, el punto (0,1). Si consideramos todas las rectas de A% que pasan por p vemos
que todas cortan a S en p y en otro punto ademas de p, excepto la recta | de ecuacion
y = 1, que, segin lo que nos dice el calculo elemental, es la tangente de S en p. Cuando
completamos S y las rectas que pasan por p obtenemos una cénica proyectiva S de P%
y el haz de rectas Q(p) y vemos que, por la proposicién 11.22, no existen puntos nuevos
de corte las rectas del haz con S. Vemos también que cuando pensamos en las rectas del
haz aproximéandose a [, el punto de corte distinto de p de cada recta se va acercando cada
vez més a p hasta convertirse en p cuando consideramos la recta [. Esta es la forma en
que en célculo elemental se define intuitivamente la tangente a una curva en un punto.
Por eso tiene sentido la siguiente definicién, en la que llamaremos a la recta 7,C" de la
proposicion 11.22, la recta tangente a C' en un punto p:

Definicién 11.24. Sea C' una cénica no degenerada de P{ y sea p un punto del lugar de
ceros de C. Decimos que la recta T,,C' de la proposicién 11.22 es la recta tangente a C' en
el punto p.

Si C es una cénica no degenerada de A% y p es un punto del lugar de ceros de C, decimos
que una recta [ de A es la recta tangente a C en p, si el completado proyectivo I de [ es
la recta tangente en el punto i(p) al completado proyectivo C' de C.

Proposicion 11.25. Dada una cénica C' no degenerada de Py con matriz M, el conjunto
de rectas tangentes a C' forma el lugar de ceros de una cénica no degenerada en Pi". Dicha
cénica tiene a M~' como matriz asociada respecto de la referencia dual de la referencia
candnica de P%.

Demostracion. Consideramos la recta [ de ecuacion ugxro+uix1+usxrs = 0, que corresponde
por tanto al punto de PZ" de coordenadas homogéneas (ug : u; : uy) respecto de la
referencia dual de la referencia canénica de P. De la proposicién 11.22 se sigue que la
recta [ es tangente a C' en un punto p = (ag : a1 : as) € C siy solo si existe A € k* tal que

(a0 a1 az) =A(uo wr up) M(C)™"

(recuerda que, al ser C' no degenerada, M (C') es invertible). Por otra parte la condicién
de que p pertenezca a C' se traduce en

Qo
((lo aq CLQ) M(C) ap == O,
a2
que es equivalente a
Ug Uo
(UO Uy UQ) M(C)_l Uy = (UO Uy UQ) M(C)_lM(C)M(C)_l Uy = 0.
Uz Uz

U

Damos ahora nombre a la conica del dual que aparece en la proposicién 11.25 y generali-
zamos la definicién de recta tangente:
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Definicién 11.26. Sea C' una cénica no degenerada de PZ con matriz asociada M, sea
p = (ag : a; : az) un punto de P y sea [ una recta de Pi.

(1) Llamamos recta polar de p respecto de C' a la recta de ecuacion
Zo

(ao aq ag)M 1 | =0.
T2

(2) Llamamos cdnica dual de C y la denotamos por C* a la cénica de P2" con matriz
asociada M~ respecto de la referencia dual de la referencia canénica de P3.

(3) Llamamos polo de [ respecto de C' al punto de P que corresponde por dualidad a
la recta polar (en P%") de [ respecto de C*.

Vemos ahora algunas propiedades de la recta polar:
Proposicion 11.27. Sea C' una cénica no degenerada de Pi, sean p y q puntos de Pi y
sea | una recta de Py.

(1) I es la recta polar de p si y solo sip es el polo de l.
(2) p estd en la recta polar de q si y solo si q estd en la recta polar de p.
(3) p estd contenido en su recta polar si y solo si p pertenece al lugar de ceros de C.

Demostracion. Sea p = (ap : a; : az), sea M una matriz asociada a C'y sea
(CLO aq CLQ) M = (UO (751 UQ) .
En ese caso
M=
Ug U1 U2 = |y ai; ag).
La recta [ es la polar de p si y solo si
UgTo + U1 X1 + UsTy = 0

es ecuacién [ (es decir, si y solo si [ corresponde al punto de P2™ de coordenadas (ug : u; :
ug)) y esto equivalente a que la recta agug + aju; + agug = 0 de Pi* sea la recta polar del
punto de P2" correspondiente a [. Esto prueba (1).

Sean ahora p = (ag : aj :as)y g = (bo: by : by). La recta polar de p tiene ecuacién

Lo
(11.27.1) (a0 a1 as) M [z ] =0
T

y la recta polar de ¢ tiene ecuaciéon

T2

Lo
(b[) bl bg)M T = 0.

Entonces p pertenece a la polar de ¢ si y solo si

y q pertenece a la polar de p si y solo si

(11.27.3) (a0 a1 az) M | by

(11.27.2) (bo b1 by) M Z?) =0
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Como M es simétrica, (11.27.2) y (11.27.4) son equivalentes. Esto prueba (2).

Por ultimo, p = (ag : a; : az) pertenece a su recta polar, que tiene ecuacién (11.27.1) si y
solo si

Qo
(11.27.4) (ao a aQ)M a; | =0,
a2

y esto es equivalente a que p satisfaga la ecuacion de C| es decir, a que pertenezca al lugar
de ceros de C. O

Dada una cénica no degenerada C' de Pi podemos usar la proposicién 11.27 y la cénica
dual de C para hallar las rectas tangentes a C' que por un punto dado de Pi. Lo vemos
en el ejemplo 4.7 de los “Apuntes de Geometria Proyectiva” de E. Arrondo.

Relacién entre cénicas proyectivas y cénicas afines y euclideas

Comenzamos el tema 3 diciendo que una de nuestras motivaciones para introducir el plano
proyectivo era poder “completar” curvas del plano afin, como por ejemplo, una hipérbola.
Dada una hipérbola, existen dos rectas, llamadas asintotas que, a medida que vamos hacia
el infinito, parece que van a cortarla. El plano proyectivo nos permite hacer rigurosa esta
idea intuitiva. Lo vimos en los ejercicios 2b, 2¢ y 3 de la hoja de ejercicios de Geometria
Proyectiva y lo vemos de nuevo en este ejemplo:

Ejemplo 11.28. En el plano afin euclideo estdndar A% consideramos la cénica C% del
ejemplo 10.16, que tiene ecuacién 2zy + 2x + 2y + 1 = 0. El conjunto de ceros de CY es
por tanto el conjunto {(z,y) | 2zy + 2x + 2y + 1 = 0} y, con un abuso de notacién, lo
llamaremos también C. Recordemos la inclusién

i AR — P%
(cy) = (Lioiy)
Entonces los puntos de ¢(C%) son aquellos puntos (zg : 71 : z2) de P% tales que zg # 0y
R D L S )
Lo Lo Lo Lo

Quitando denominadores en la ecuacién anterior, vemos que los puntos de i(C%) son aque-
llos puntos (zg : z; : x3) de P% tales que zg # 0y

2x1%9 + 22071 + 22079 + 33(2) =0.

Asi, de forma natural, i(C}) estd contenida en el conjunto de puntos (zg : 2 : z9) de P%
tales que
20179 + 22071 + 22079 + CC(Q) =0,

que es el lugar de ceros de la conica proyectiva @ de P2R de ecuacién 2zix9 + 2x9x1 +
2z019 + 23 = 0. A @ la llamaremos el completado proyectivo de C%. Vemos que la
interseccién de C} con la recta del infinito 29 = 0 son los puntos (0 : 1:0) y (0: 0 : 1).
Recuerda que en el ejemplo 10.16 vimos que C% es una hipérbola. Una hipérbola tiene
ramas asintoticas que se “escapan” hacia el infinito, aproximandose a las asintotas de la
hipérbola. Los puntos (0 : 1:0) y (0: 0 : 1), que llamaremos puntos del infinito de C}
corresponden a esas ramas asintéticas; de hecho, son los puntos del infinito de las asintotas
de C5.

El ejemplo anterior inspira la siguiente definicion:
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Definicién 11.29. Sea F = agy + aqa + agey + a112% + a127y + agey? un polinomio de
grado 2 de k[x,y] y sea C' = [F] la cénica correspondiente de AZ. El completado proyectivo

de C' es la coénica proyectiva C' de Pi de ecuacién
(11291) a,ool‘(z) + ap1Tox1 + agaToTo + anxf + a19r129 + CLQQ(L’% =0.
Los puntos del infinito de C' o los puntos de C' en el infinito son los puntos de interseccién
del lugar de ceros de C' con la recta del infinito para la inclusién
i A — P:
(z,y) = (1:z:y),
es decir, con la recta de ecuacion xg = 0.
Observacion 11.30. Recuerda que k un cuerpo de caracteristica distinta de 2, que
Qoo %am %aoz
M(C) = %am aip 5012
5002 %042 22

es una matriz asociada a C' y que la ecuacion de C' se puede escribir de forma matricial
como

1 1
apo 3001 5002 1
1
(1 T y) ¥CL01 a1 5@12 €T =0.
1
5Q02 5012 G22 )

Por otra parte, la ecuacién (11.29.1) de C' se puede escribir de forma matricial como

1 1
Qoo 5@o01 %%2 Lo
1
(xo 1 x2) | 3001 ann jaw | [x1] =0,
1
5002 35012 Q22 T2

por lo que M(C) es también una matriz asociada a C.

Vemos ahora como estan relacionados los completados proyectivos de una coénica y de la
imagen de esa conica por un isomorfismo afin:

Proposicién 11.31. Sea C una conica de A} y sea f un isomorfismo afin de AZ.

(1) El completado proyectivo de f(C) es la imagen de C por el completado proyectivo
de f; es decir, f(C) = f(C).
(2) La proyectividad f transforma los puntos del infinito de C en los puntos del infinito
de f(C).
Demostracion. En primer lugar, recordamos que, segin el corolario 8.48 (2), la aplicacién
proyectiva f es en efecto una proyectividad. Segin la proposicién 8.45, la matriz del
isomorfismo affn f con respecto a la referencia cartesiana canénica de A es una matriz
asociada al completado proyectivo f de f, respecto de la referencia proyectiva canénica de
P;. Esto implica que el completado proyectivo de f~! es la proyectividad inversa de f (es

decir, f~1 = f_l) y que la matriz N de f~! respecto de la referencia cartesiana canénica
de A} es una matriz asociada a f = respecto de la referencia proyectiva canénica de P3Z.
Recuerda que, por la proposicién 10.25, si M(C') es una matriz asociada a C, entonces
N'M(C)N es una matriz asociada a f(C) y por la observacién 11.30, una matriz asociada

a f(C). Por otra parte, de nuevo segun la observacién 11.30, M (C') es una matriz asociada
a C. Como N es una matriz asociada a 7_1 respecto de la referencia proyectiva canénica,
por la proposicién 11.10, tenemos que N*M(C)N es una matriz asociada a f(C'). Por
tanto f(C) y f(C) son la misma cénica de PZ. Esto demuestra (1).
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Para demostrar (2) recuerda que segtn el corolario 8.48 (1), la recta del infinito /., es
invariante por f. Con un abuso de notacién, llamamos C'y f(C) a los lugares de ceros de
las cénicas proyectivas C'y f(C). Entonces

F(CNily)=f(CO)Nly = F(C) N .
O

La proposiciéon 11.31 nos permite dar un criterio geométrico para decidir la clase de equi-
valencia affn de una cénica de Ag:

Teorema 11.32. Sea C una cénica de A% y sea C su completado proyectivo. La clase de
equivalencia afin de C viene determinada por la clase de equivalencia proyectiva de C (en
ocasiones esta informacion por si sola es suficiente para caracterizar la clase afin de C') y
por los puntos en el infinito de C', segin la tabla siguiente:

Clase afin de C Clase (proyectiva) de C' | Puntos de C en el infinito ("
Elipse No degenerada
real real 0
No degenerada Un tnico
Parabola real punto
No degenerada Dos
Hipérbola real puntos
Elipse No degenerada
imaginaria imaginaria 0
Par de rectas Par de Un tnico
reales paralelas rectas reales punto
Par de rectas Par de Dos
reales secantes rectas reales puntos
Par de rectas Par de rectas Un tnico
imaginarias paralelas imaginarias punto
Par de rectas Par de rectas
imaginarias secantes imaginarias 0
Recta doble Recta doble Un tnico punto

(1): Los puntos en el infinito de C que aparecen en la tabla son puntos de Py, es decir,
son puntos del infinito reales. En el caso de las elipses y los pares de rectas imaginarias
paralelas, C' si tiene puntos del infinito en P%, de hecho tiene un par de puntos imaginarios
conjugados en el infinito. En el caso de las pardbolas y de los pares de rectas paralelas, C
tiene un unico punto del infinito tanto en Pg como en P%, es decir, el inico punto del
infinito de C' es necesariamente un punto real.

Demostracion. Sea M una matriz asociada a C, que por la observacién 11.30 también es
una matriz asociada a C. Recuerda que, segin el teorema 10.34 la clase de equivalencia
afin de C' viene determinada por el rango de M, por (M), por el rango de m(C) y por
a(m(C)). Por otra parte, segiin el teorema 11.21, la clase de equivalencia proyectiva de C
viene determinada por el rango de M y por X(M). Examinando detenidamente la lista de
las clases de equivalencia afin de cénicas de A} dada en el teorema 10.29 y la lista de las
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clases de equivalencia proyectiva de cénicas de P dada en el teorema 11.21, es fécil ver,
si atendemos solo al rango de M, que

- C es una cénica no degenerada (es decir, C' es una elipse (real o imaginaria),
una pardbola o una hipérbola) si y solo si C' es una cénica no degenerada (real o
imaginaria);

- C es un par de rectas (reales o imaginarias, paralelas o secantes) si y solo si C' es
un par de rectas (reales o imaginarias);

- C es una recta doble si y solo si C' es un recta doble,

y, si nos fijamos también en (M), que

- C es una cénica no degenerada real (es decir, C' es una elipse real, una parabola o
una hipérbola) si y solo si C' es una cénica no degenerada real;

C es una elipse imaginaria si y solo si C' es una cénica no degenerada imaginaria;
- C es un par de rectas reales (paralelas o secantes) si y solo si C' es un par de rectas
reales;

C es un par de rectas imaginarias (paralelas o secantes) si y solo si C' es un par de
rectas imaginarias ;

- C es una recta doble si y solo si C' es un recta doble.

Distinguimos ahora las elipses reales, pardbolas e hipérbolas. Si C' es una elipse real,
segtin el teorema 10.29, existe un isomorfismo afin f de A% en si mismo tal que f(C)

tiene ecuacién z? + y? — 1 = 0. En ese caso f(C) tiene ecuacién x? + 22 — 3 = 0 por lo
f(C) no tiene puntos reales en el infinito. Por la proposicién 11.31 (2), C' tampoco tiene
puntos reales en el infinito. Razonando de manera anéloga, comprobamos que si C' es una
parabola, C' tiene un tinico punto en el infinito y si C' es una hipérbola, C' tiene dos puntos
en el infinito. Observa que esto implica también que si C' es una cénica no degenerada
real, C' es una elipse real, una parabola o una hipérbola, segin C' no tenga puntos, tenga
uno o tenga dos puntos en el infinito.

Una elipse imaginaria C' ha quedado ya carecterizada por la propiedad de que C' sea una
coénica no degenerada imaginaria, por lo que no necesitariamos recurrir a estudiar sus
puntos en el infinito para decidir si C' es una elipse imaginaria. En todo caso es cierto que
C no tiene puntos reales en el infinito puesto que, segun el teorema 11.21, una cénica no
degenerada imaginaria no tiene puntos reales.

Distinguimos ahora los pares de rectas reales paralelas de los pares de rectas reales secantes.
Si C' es un par de rectas reales, su lugar de ceros en A% es la unién l; U l, de dos rectas
distintas [; y Iy de A%. Es un sencillo ejercicio comprobar que el lugar de ceros de C' es
I, Uly, donde [ y Iy son los completados proyectivos de {5 y I respectivamente y que, al
ser [y y [ rectas distintas, también lo son A y I5. Sea p el punto de interseccion de IR y I.
Entonces [; y I, serén rectas paralelas de A% si y solo si tienen el mismo punto del infinito,
es decir, si y solo si p € [, es decir, si p es el inico punto del infinito de C. Por otra
parte, [; y o serdn rectas secantes de A% si y solo si tienen distintos puntos del infinito,
es decir, si C' tiene dos puntos en el infinito.

Para distinguir los pares de rectas imaginarias paralelas de los pares de rectas imaginarias
secantes realizamos el mismo argumento que para los pares de rectas reales pero ahora
trabajamos en A% y en PZ,.

Si C' es una recta doble, C' ha quedado ya caracterizada por la propiedad de que C sea
una recta doble, por lo que no necesitariamos recurrir a estudiar sus puntos en el infinito
para decidir si C' es una recta doble. En cualquier caso, como el lugar de ceros de C' es una
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recta | ({ves por qué?), el conjunto de puntos del infinito de C' estd formado inicamente
por el punto del infinito de [.

Por dltimo demostramos la observacion (1) sobre los puntos del infinito de C. La inter-
seccion de C' con [y, es el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones homogéneas

X =0

11.32.1
( 3 ) CL11$% +a122122 —|—a22x§ = 0

con apq, ais, Ao Numeros reales no todos simulténeamente nulos. Es un sencillo ejercicio
comprobar que las soluciones de (11.32.1) en P% son

- dos puntos de coordenadas reales, si y solo si a%Z — 4daj1a99 > 0;

- un punto de coordenadas reales si y solo si a%z — 4aqj1a99 = 0;

- dos puntos de coordenadas imaginarias conjungadas, si y solo si a2y — 4aj1as < 0
(en este Ultimo caso, (11.32.1) no tiene soluciones en Pg).

O

Observacion 11.33. Comparamos los teoremas 10.34 y 11.32 fijandonos en el caso de
las elipses reales. Dada una cénica C' de A%, segtin los teoremas 10.29 y 10.34, C' es una
elipse real si y solo si R(C) = 3,%(C) = 1,7(C) =2y o(C) = 2. Por otra parte, segiin el
teorema 11.32, C' es una elipse real si y solo si C' es una cénica no degenerada real y C' no
tiene puntos reales en el infinito. Observamos que el hecho de que R(C) =3y X(C) =1

equivale, por el teorema 11.21, a que C sea una cénica no degenerada real. Por otra parte,
r(C) y o(C) son el rango de
1
= (2 )

5Q12 Q22

y o(m(C))). Para estudiar los puntos del infinito de C, estudiamos las soluciones ho-
mogéneas (r; : ) de la ecuacion ay12? + aypm1Te + agri = 0 (cf. (11.32.1)). Asf pues,
tanto para conocer r(C) y o(C) como para ver cémo son los puntos del infinito de C'
estamos fijindonos en los coeficientes aq1, a2 y a2 de la ecuaciéon de C' (es decir, en los
términos de grado 2 de la ecuacién). La conclusién es que el teorema 10.34 interpretra la
informacién contenida en M (C') y en m(C') de manera algebraica y el teorema 11.32 inter-
preta esa misma informacién de manera geométrica. Puedes comprobar que lo mismo pasa
para las parabolas, hipérbolas, etc. En particular, los términos de grado 2 de la ecuacion
de C' (sea cual sea la clase de equivalencia afin de C') nos dicen cémo son los puntos del
infinito de C.

Observacion 11.34. Comparando la clasificacion afin y proyectiva de conicas reales dada
en los teoremas 10.29 y 11.21 vemos que hay mas casos en la clasificacion afin que en la
proyectiva. El teorema 11.32 nos da una razén de por qué esto ocurre: hay conicas no
afinmente equivalentes, que al completarlas, dan lugar a cénicas proyectivamente equiva-
lentes, como es el caso de las elipses realas, las pardbolas y las hipérbolas, cuyos completa-
dos proyectivos son conicas no degeneradas reales. Vemos por qué pasa esto. Consideramos
las conicas de A% de ecuaciones 22 + 4> —1 =0, 22 —y =0y 22 —¢y> =1 =0y sus
correspodientes completados proyectivos, que son las cénicas Dy, Dy y D3 de P%, de ecua-
ciones zf — 2 — 13 = 0, xorg — 22 = 0y 23 — 22 + 22 = 0 respectivamente. Sabemos por el
teorema 11.21 que Dy, Dy y D3 son cénicas de P% proyectivamente equivalentes, ya que
las tres son coénicas no degeneradas reales. Eso quiere decir que existen proyectividades f
y g de P% en P% tales que f(D;) = Dy y g(D1) = D3. Por ejemplo una proyectividad f
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que cumple f(D;) = D es la que tiene ecuaciones

/
Ty, = X “+29
) = T

/ —
Ty = Xo —X2

con respecto a la referencia canénica de P§ y una proyectividad g que cumple g(D;) = D3
es la que tiene ecuaciones

Ty = T

xry = Xo

Ty = i)
con respecto a la referencia candnica de Pg. La clave estd en que ni f ni g dejan invariante
la recta del infinito [, de ecuacién zp = 0 (f(ls) es la recta de ecuacién zg + x9 = 0y
9(ls) es la recta de ecuacién x; = 0), por lo que ni f ni g son, segun el corolario 8.48
(1), el completado proyectivo de un isomorfismo afin (l6gicamente, ya sabiamos que eso
era imposible, ya que si f y g fueran los completados de isomorfismos afines, entonces las
conicas afines de ecuaciones 22 +y? —1 =0, 22 —y = 0 y 22 — y?> — 1 = 0 serfan cénicas
affnmente equivalentes de A%, cosa que es falsa).
Otra forma de entender por qué hay menos clases de equivalencia proyectiva que de equi-
valencia afin es que, dada una cénica proyectiva D de P%, segin elijamos la recta del
infinito (recuerda la observacién 9.14) obtenemos distintas cénicas afines que pueden no
ser afinmente equivalentes. Tomemos por ejemplo una cénica no degenerada real D vy,
haciendo un abuso de notacién, llamemos también D a su lugar de ceros en P%. Elijamos
una recta del infinito [ de P%. En la observacién 9.14 vimos que P% \.[ se puede identificar
con A% y que era posible sumergir A% en P} mediante una inclusién i'. Es un sencillo
ejercicio comprobar que D \ [ es el lugar de ceros de una cénica C' de A% y que D es el
completado proyectivo de C' con respecto a . Estudiemos ahora la interseccién D N 1. El
corolario 11.23 nos dice que D N[ esta formado por dos puntos, por un solo punto o es
vacio. Segun el teorema 11.32, en el primer caso C' es una hipérbola, en el segundo caso,
C es una parabola y, en el tercer caso, C' es una elipse real. Para ver un ejemplo concreto
de esto, resuelve el ejercicio (37) de la hoja de ejercicios de cénicas.

En la definicion 11.24 introdujimos la recta tangente en un punto de una cénica no degen-
erada. A partir de esa definicién, damos la de recta tangente a una conica afin, que en la
caso de k = R, coincide con la definicién de recta tangente a una curva que has visto en
Calculo elemental:

Definicién 11.35. Sea C' un cénica no degenerada de A y sea p un punto del lugar de
ceros de C. Decimos que [ de A} es la recta tangente a C' en p si [ es la recta tangente a
C en p.

Definicién 11.36. Sea C' una cénica no degenerada de AZ. Decimos que la recta [ de A3

es una asintota de C si [ es la tangente a C' en un punto del infinito de C.

Como consecuencia del teorema 11.32 vemos que si C' es una parabola, C tiene un solo
punto en el infinito por lo que la recta del infinito es tangente a C' en dicho punto. Asi
pues, las pardbolas no tienen asintotas. De igual forma, del teorema 11.32 se deduce que
las hipérbolas tienen dos asintotas reales y las elipses, dos asinotas imaginarias.

Obtencién del centro de una elipse o una hipérbola con métodos proyectivos.

Asi como hemos definido las asintotas (que son un concepto afin) usando Geometria Proyec-
tiva (y las calcularemos también usando Geometria Proyectiva), la Geometria Proyectiva
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también nos puede servir para calcular un concepto afin como el centro y un concepto
euclideo como los ejes de una cénica no degenerada (de hecho, incluso los focos de una
cénica se pueden calcular usando Geometria Proyectiva, como puedes ver en la definicion
de la pagina 51 de los “Apuntes de Geometria Proyectiva” de E. Arrondo). En la hoja
de ejercicios de cénicas podras calcular el centro y los ejes con geometria proyectiva. Por
ejemplo, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 11.37. Sea C' una elipse real o una hipérbola de A%. El centro de C' es el
polo, respecto del completado proyectivo C' de C', de la recta del infinito.

Antes de demostrar la proposicién, enunciamos y demostramos el siguiente lema que nos
dice que las proyectividades conservan la polaridad:

Lema 11.38. Sea D una conica proyectiva de Py, sea g una proyectividad de Py a P},
sea p un punto de Py y sea | una recta de Pi. Entonces, | es la polar de p respecto de D
si y solo si la recta g(l) es la polar de g(p) respecto de g(D).

Demostracion. Sea N una matriz asociada a g~' respecto de la referencia canénica de P3
y sea M una matriz asociada a la cénica D. Sip = (ag:a;:as)y

(11.38.1) (uo Uy u2) = (ao a; ag) M,

entonces la polar de p tiene ecuacion

(11.38.2) UgTo + UL L1 + UsTy = 0,

por lo que [ es la polar de p respecto de D si y solo si [ tiene por ecuacion (11.38.2). Si
llamamos (af, : a) : ab) a g(p), se tiene que

ag ao
ay | =N'la
al as

Segtin la proposicién 11.10, N*M N es una matriz asociada de g(D), por lo que la recta
polar de g(p) respecto de g(D) tiene ecuacién

/ / /
UgTo + U1 + UpT2 = 0,

donde
(11.38.3)

(uy uh wh) = (ay a} ab) N'MN = (ap a1 as) N YN'MN = (ap a1 as) MN.

Un punto (zg : @1 : 22) € g(I) siy solo si g7 (xg : 21 : x3) € [, es decir, si y solo si
(11.38.4) (w0 w1 wg) N | 1] =0,

Esto quiere decir que (11.38.4) es la ecuacién de g(l). Recuerda ahora que [ es la recta
polar de p si y solo si [ tiene como ecuacién (11.38.2). Por (11.38.1) y (11.38.3), esto
equivale a que la ecuacién de la polar de g(p) respecto de g(D) es (11.38.4), es decir, es la
ecuacion de g(1). O
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Demostracion de la proposicion. Recuerda que el centro de C' es por definicién el punto
medio del segmento delimitado por los focos de C. Consideremos primero una elipse real
o una hipérbola C’ como las de la lista del teorema 10.33, es decir, C’ tiene ecuacién

22 P
?—i‘ﬁ—lzo
cona>b>0siC’esuna elipse real o
)
a’>  b? N

con a,b > 0 si C’ es una hipérbola. Segtn los ejercicios 10.2 y 10.6, los focos de C” son los
puntos (¢,0) y (—c¢,0), donde ¢ = va? — b? si C’ es una elipse real y ¢ = va? + b? si C’ es
una hipérbola. Por tanto, el centro de C” es el punto (0,0). Sea ahora C' una elipse real o
una hipérbola cualquiera. Existe una isometria f de A% tal que C' = f(C") para alguna
elipse real o hipérbola C” de la lista del teorema 10.33. Como f conserva las distancias, f
transforma los focos de C” en los focos de C' y el centro de C” en el centro de C', es decir,
el centro de C es f((0,0)), y lo llamaremos o.

Vemos ahora que el centro de C’ es el polo de la recta del infinito respecto del completado
proyectivo C' de C'. Eso es equivalente a ver que la recta del infinito es la recta polar,
respecto de C', del centro de C’. Cuando sumergimos A% en P% por medio de

i AR — P%
(z,y) = (1:z:y)

el punto (0,0) se convierte en i((0,0)) = (1: 0 : 0). Por otra parte, recuerda que C' tiene
ecuacion

2 2
Ty | Ty 2 _
ﬁ + b_2 — ZL‘O = O
si C" es una elipse real y
m—% — :1:_% —22=0
a2 b2 U
si C' es una hipérbola, por lo que una matriz asociada a C serd
-1 0 0
0 % 0
0 0 %
si C" es una elipse real y
-1 0
0 a% 0
0 0 —4

si O es una hipérbola. Por tanto, la recta polar de (1 : 0 : 0) respecto de C es la recta de

ecuacion
-1 0 0 To

(1 oo0ofo &% o0 x| =0,
0O O :I:bi2 To
es decir, la recta de ecuacion zy = 0, que es la recta del infinito.
Usamos ahora el lema 11.38. Si la recta del infinito [, es la polar de (1 : 0 : 0) respecto de
C’, la recta f(ls) es la polar de f(1:0 :0) respecto de ?(6/) Segun la proposicién 8.45,
F(1:0:0)=1i(f((0,0)) =i(0). Segiin la proposicién 11.31, 7(6/) es el completado proyec-
tivo de f(C"), es decir f(C') = C, ya que f(C") = C. Finalmente, segtin el corolario 8.48,



APUNTES DE GEOMETRIA LINEAL 141

la recta del infinito queda invariante por f, es decir, f(loo)_: lo. Es decir, la recta del
infinito es la polar del centro de C' (el punto 0) respecto de C' o, equivalentemente, o es el
polo de la recta del infinito respecto de C. ([l

Observacion 11.39. La proposicién anterior justifica que definamos el centro de una
elipse imaginaria C' como el polo de la recta del infinito respecto de C. Observa que la
matriz de C' es una matriz de entradas reales y esto implica que el polo de la recta del
infinito respecto de C' es un punto de P%. De hecho, como [, corta a C en dos puntos (no
reales), I, 1o es tangente a C'y su polo no estd en l; es decir, el polo de I, es un punto
de A%.

Por otra parte, si C' es una parabola, la recta del infinito [, corta a C' en un solo punto
p. Por tanto, [, es tangente a C en p o, lo que es lo mismo, p es el polo de la recta del
infinito respecto de C'. Como p € I, p no es un punto de A% y esto justifica que digamos
que una parabola no tiene centro.

Hay otra razén que justifica que digamos que las elipses reales y las hipérbolas tienen centro
mientras las parabolas no lo tienen: el centro de una elipse real o de una hipérbola es su
centro de simetria; en cambio, una parabola no tiene ningin centro de simetria. Puedes
ver mas detalles de esto en el ejercicio 11.40. Asimismo, los ejes de una cénica también
pueden definirse como ejes de simetria, es decir, como rectas [ tales que la simetria axial
con eje [ deja a la conica invariante.

Ejercicio 11.40. Sea C una cé6nica no degenerada real de A% y llamemos también C' a

su lugar de ceros de C'. Decimos que o es un centro de simetria de C si la simetria central
f de centro o cumple f(C) = C.

(1) Demuestra que si C' es una elipse real o una hipérbola, C' tiene un tnico centro de
simetria, que es el centro de C.
(2) Demuestra que si C' es una parabola, C' no tiene ningin centro de simetria.

Observacién 11.41. Es posible que recuerdes que al principio de esta subseccién men-
cionamos que el centro de una cénica no degenerada real es un concepto afin. Quiza esta
afirmacion te resulte extrana ya que, segun la primera definicién que hemos dado de centro,
este es el punto medio del segmento limitado por los focos, que son un concepto métrico
(observa que, sin embargo, el punto medio de un segmento no es un concepto métrico sino
simplemente afin). A pesar de ello, de la proposicién 11.37 se deduce que el centro de una
coHnica no es un concepto métrico, es decir, si o es el centro de C'y f es un isomorfismo afin
de A% en A% que no es necesariamente una isometria, f(o0) es el centro de f(C). Otra
forma de justificar que el centro es un concepto puramente afin es percatarse de que, tal
como dice el ejercicio 11.40, el centro es el centro de simetria y que una simetria central,
aun siendo una isometria, puede definirse sin usar para nada la estructura euclidea de A%,
segun se vio en el ejemplo 3.27 y en la observacién 6.14.



